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Problema 2

Cuatro cargas puntuales de modulo 2uC se encuentran en los vértices de un cuadrado
de 4 m de lado. Se sabe que dos de ellas son positivas y una negativa. No se sabe el signo
de la cuarta.

a) ¢Cual debe ser la configuracion de cargas para que el trabajo para traer otra
carga puntual de valor 3uC, desde el infinito hasta el punto de interseccion de las
diagonales del cuadrado, sea nulo?

b) ¢Cual es la energia almacenada en la configuracién original de las cuatro cargas?

¢En cuanto cambia la energia almacenada cuando esta la quinta carga colocada?

Solucién:
) ) ) 1 4z
Primero hacemos un esquema para ver cOmo puede ser mas
sencillo plantear el problema. Sabemos que T o _-T
|0, =|a,| =|as| =|a.|=a y podemos suponer que no sabemos el : 0. :
signo de cualquiera. Se me ocurre elegir como carga de signo a : :
determinar a la carga 4. El enunciado dice que dos son positivas : |
y una negativa. Rehacemos el esquema pensando en las ._ —— e — _QI
posibilidades. 04 O3
f “ k CI Solo dibujé estas dos.
Suliniit SR Celuininiiniet SRR
I h / g : I h / g : entendido esto, sigamos.
: O : : O : Analicemos como seria
I o I I o I el campo eléctrico en O
: / : : / : considerando las dos
[ JS 9 [ JSE '®  configuraciones y las dos
d4 -q Q4 q posibilidades de signo de

la carga q,. ¢Para qué?
Para comprender més a fondo el problema.... Veamos las cuatro posibilidades. Observen que
la g, la pintamos de rojo, a la que sabemos es negativa de amarillo y a las que sabemos que

son positivas de negro y verde.
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¢ Sirven estos esquemas para resolver el problema que se plantea?

El enunciado pide que debemos determinar la configuracion de cargas para que no se
requiera trabajo para traer otra carga desde el infinito hasta el punto O. Eso es equivalente
a que la diferencia de potencial producida por la configuracion de cargas entre el punto O
y el infinito sea nula. En lugar de plantear las situaciones a)-d), podemos considerar

solamente 2 dejando “flotante” el signo de q,. Por el principio de superposicion podemos

sumar las diferencias de potencial de cada una de las cargas. Recordemos que para una

carga g, ubicada en el punto r’, la diferencia de potencial entre los puntos r, y T;esta

dado por

e et o

e, | -1 |57

Si tomamos 1, — oo, mientras g, no esté en el infinito

3 q 1
\ -V =
(W)Y )= e o7

)

Supongamos que el lado del cuadrado es a =4m . Elijamos el origen de coordenadas en el

punto O. La distancia entre las cargas y el punto de interseccion de las diagonales resulta

(por el Teorema de Pitagoras) =2x/§mpara todas las cargas, es decir,

a _4m
J2 2

|F = a\/E . Nos limitaremos, entonces a las dos situaciones siguientes

Primera situacion:

q q

1|/ 9 ., a4 g _q S

V(0O)-V = + - + 3 ! A
OV (=)=, Ll NFAPTN AN AN -4 L S

! S |

Es decir, 9, =—q : !

0 o

Oa -q
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Segunda situacion: No es necesario rehacer la cuenta porque es “la & --------

misma”. O sea, g, =—(Q

Moraleja: La cuarta carga debe ser negativa y no importa como estan distribuidas para que

V(O)—V (oo):O . En el primer caso, el valor del campo eléctrico en el punto O resulta

méaximo y en el segundo es nulo.

Para convencernos de que ambos resultados son

----F--- & correctos, calculemos la circulacion del campo
| / . . e s
: , eléctrico desde el infinito hasta el punto O en las
. 0 E A N . :
i R . - B dos situaciones (es mas complicado pero vale la
| ” R
: i X pena intentarlo!!). Para ello debemos calcular el
! L
; : campo eléctrico sobre alguna curva que vaya
s 4 desde el infinito al punto O (es decir, no es

necesario calcularlo en todo el espacio). Lo
calcularemos sobre el eje x en el punto A (X4,0,0) para cada carga y aplicaremos el principio de
superposicién. Después haremos la circulacion desde el infinito hasta O.

E(x,0,0)=— (x+35)e+(0-2)e, (X_%)éx+(0_%)éy_

)= +

| [enal sl [ [saf s | .
_(x—%)éx+(0+%)3/§y_(x+%)éx+(0+%);y
s (ST [(enaf (o)
PP N . N (= I

B N AR e .

B ) . (x+22) ;
(o) =) | |Germ) (3) |
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(0]
Entonces _[E .di=0 !! en la primera situacién (como

o0

esperdbamos). En la segunda situacion, no vamos a

calcularlo matematicamente. Grafiquen los campos y

verifiguen que se cumple lo mismo. Pregunta: ;qué
hubiera sucedido si hubiéramos considerado un camino a

lo largo del eje y?

b) A esta altura ya nos olvidamos de lo que pedia el punto b)!!!l Para calcular la energia

almacenada en la configuracion de 4 cargas que cumplen con V(O)—V(oo)zo, podemos

calcular el trabajo para llevarlas desde el infinito hasta su posicion final. Para distinguirlas, las
llamaremos g; con j=1,2,3,4. Lo vamos a hacer en forma genérica y luego consideraremos los
valores de las cargas.

Comencemos con la carga g,. Como no hay ninguna carga en y
- 7 - Ve a
la region, el trabajo para llevarla al punto (—%,%)sera nulo. ®- -7 2 -

Esta carga crea un campo eléctrico en todo el espacio

_a -
2! \ 2
. X+9, )€, + € +Z§€, v
E, (%,y,2) = 47[8 ( i e U > (6)
| a
EARIEA ;
y una diferencia de potencial entre cualquier punto A y el
infinito:
1 1 1
AVl(XA,yA,ZA):MZ’E Q1|F —r,|=472'6‘ % 2 2 % )
PR len) slosg) e

Al llevar la carga g, al punto (%,%,0) se deberd Iy

Q: 0z
realizar un trabajo (aungue solo se sabe si debemos hacer ®--- % -9

[N A
trabajo o el campo realiza trabajo cuando sepamos el ! !
valor de la carga). Ese trabajo se puede calcular como _y: :;y X

2 7 o1 /2

A IS

_ag
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W, =,AV,(84,84,0) = 4;0 e L ®)

Este es el trabajo para formar la configuracion de las dos

cargas. Esta configuracion de dos cargas crea una ‘y
diferencia de potencial en todo el espacio respecto de e a o
| pec oot
cualquier punto que se puede calcular (por el principio de Lo P
0.
superposiciéon) como la suma de las diferencias de ' NG :
. ] ) _a/l P Ey X
potencial generada por cada carga. La diferencia de 3, ! 2
. - e e e
potencial que genera la carga g, en un punto genérico a/ g
-3 G
(Xar YarZ4) €S8
1 1
AV, (XA' Yas ZA) = q, A )

0 (xu-2g) (va-3g) 2l

Si vamos a traer a la carga g, desde “el infinito” hasta el punto (a/,—%,o), el trabajo

necesario sera

W, =q,AV, (35,-34,0)+ gV, (35.-34,0)=q 1] g 4% |

3 +
e [2a ] [(ay ] (10)
1 1{% }
=0; —l 7=t %

drs, a| N2

Otra vez: esta carga g, crea una diferencia de potencial en todo el espacio

1

I:(XA—%)Z +(yA+%)2+ZA2T/Z

(11)

AV, (Xpr Yar Z4) g,

4re,

o)
N

Y el trabajo para traer a la cuarta carga hasta el punto

X (—y,—%,o)seré

] :\U

.,

I

I

I

[
N§

o)
X
|
QO
N
o)
@
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a4 (- 5940w (95 S5 k-4

1 1 1
= 12
G4 5 s, 2% ) 5 e, % (12)

47[80 [(_a)z} 2

1
+ —_

47r50 ams, Wy a 4 q2q4 J2a Are, %efle a
Entonces, el trabajo total para armar la configuracion sera
W =W, +W, +W, =
1 1 1| q, 1 1 1 1 1 1
—+ —+ + —= 13
%9, —+ 0 { 7 qz} I, il I, %% 7> I, G (13)

:47u9 a 4re, a
1 {qq +0,9 - +04 +qq +qq - +05 }
471'(90 112 1 3\/— 2113 114 2 4\/_ 34

Calculemos ahora la energia de las dos q q q -q
. . . &= ; ®-—-—--=--=--
configuraciones. Calculamos el trabajo -T I ‘ :
: . ., | T I

necesario para armar cada configuracion. I ~. 0.7 " I ~ 0.7 :
| /:‘i 1 | /‘/ 1

I I I I

I I I I

1~ Sl 2 S

o_ _ ______ g o _____ '®

-q -q -q q

Reemplazando en la ec.(13) para la primera configuracion obtenida, el trabajo requerido para

armar la configuracion es

1 1 1 1 ,1 1 1
W = 2+ 2 N2t 2t il 14
! 47;50[01 a a J2a a q T \/E o } 472'80 \/—a (14)
1 2 Nm? 2
W, =———@q% —==-9-10° 4.102C? —"—=-9.4/2.10°) = -12.73m]
! 47:50 J2a C? J2-4m
En la segunda configuracion
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
W,=—| =+ — - =—*=+q*—-q° = | =——| -4g* = +2¢°—=—| (15
24ﬂgiqaq\/§aqaqaq\/§aqa}47[80{qa qﬁa}()
T [ 442 |=-9.10° Nm® 4 g2z L [4-V2]=-9-[4-42]-10°)=-23.27mJ
20 Adre, a c’ 4m

En los dos casos, el trabajo que hay que hacer es negativo. Eso significa que no debemos
hacer trabajo para armar las configuraciones sino que, por lo contrario, el campo hace el
trabajo. Se puede entender pensando que, por ejemplo, en la primera configuracion, si primero
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traemos a la g, =, debemos hacer trabajo (en contra del campo) para traer ala g, =q. Una
vez que estan esas dos, la g, =—q se “siente atraida” por las cargas positivas (sin que
hagamos trabajo). Y lo mismo para traer a la ¢, =—q. Para la segunda configuracion,

podemos hacer el mismo razonamiento.

Extra al problema: Observemos como se calcula el trabajo:
1. Aparecen todas las posibilidades en cuanto a la multiplicacion de los valores de carga
(todas las combinaciones). En 4 términos aparece la distancia a que corresponde a la
distancia entre las cargas y en los otros dos términos aparece J2a que corresponde a

la distancia entre las cargas ¢,q, y entre q,q,.

1
W= | ey A o A S
&0 |rq1 —Iq, | |rq1 —To, | |rq2 —To, Fy o, |rqz —Tq, Ve Yo,

2. El resultado deberia ser el mismo independientemente del orden en que traigamos las
cargas. De acuerdo a como construimos la configuracion, el primer término
corresponde al trabajo para traer a la g,cuando la g, esta presente. Pero si hubiéramos
invertido el orden, el resultado hubiera sido el mismo. EI mismo razonamiento puede
ser aplicado a cada término. Por ejemplo, el quinto término tenia en cuenta el trabajo
para traer la g, debido a la presencia de la q,. Pero también puede considerarse como
el trabajo para traer a la g, debido a la presencia de la q,.

Entonces podemos reescribir cada uno de los términos, por ejemplo:

0,9, _1 0,9, i 9,%

_,,__.,_2|_.,__.,| — o o,
rﬂl er| rQl er

I

@ r‘h

Con lo que se puede simplificar la expresion del trabajo para armar la configuracion.

woly 1 4%
215 4me, |r,

Como supusimos desde el principio de Electrostatica, todo lo hacemos en condiciones
cuasiestaticas (la variacion de cinética es nula), por lo que la energia almacenada en la

configuracion esta dada por
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woly 1o ag

2 Ane, |F —F 7
i ] 0 rqi rq]_

Avancemos un poco mas en cuanto al significado de cada término. Analicemos los

términos4 quqf -+ ffqu -+ ﬂlqj —|. ¢Qué significa?
& |rql —Ty, | |rq1 1o | |rql 1o

Si originalmente teniamos a la carga q,,d;,d, en las posiciones T °,T °,F, “, la carga

g, ubicada en T~ “vera” una diferencia de potencial respecto del infinito

q,q,q( - — s = - - - ~ . =
2@ AT Ane, |rql —rq2| |r -

il U3
responsables del mismo. O sea podemos escribir

rQ1 - rQ4

AV F')— 1 { d, + 0, 4 a, ] . Las cargas q2,q3,q480n las

1 0,9, n 0,0, n 0,d, —a.AV ( F ')
4”8 |F '_r_ '| |I—; ’_|7.> 4 r ’_r ” - ql 02,03.,94 G '
0 G a2 Lil a3 i1 a4

Anélogamente

1 9,9 9,9, |_ .
e, [|fq;2%;| =S ] s (%)
1 g9 .
Are, |Fqs'3_;q4'| = 0sAVq, (rq4 )

Haciendo uso de estos trucos matematicos, podemos escribir

AU :%Zqi av;(7,)

i<j

Que corresponde a la expresion que encontramos en los libros
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